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5. Aus der Geschichte der Stundenzählung und
Zeitmessung1

5.1. Die Zeitrechnung der Antike

5.1.1. Frühe Formen der Zeitrechnung

Der Wechsel von Tag und Nacht, die Mondphasen, die Jahreszeiten bestim-
men seit Anbeginn den Lebensrhythmus des Menschen. In der Urzeit zählte
der Mensch die Tage, seit denen er nichts gegessen hatte, wieviele Winter er ge-
froren oder Ernten er eingebracht hatte. Den Tag teilte die Sonne auf natürliche
Weise in Morgen, Mittag, den Abend und die Nacht.

Solange die Völker in einfachen Kulturverhältnissen lebten, gaben sie sich mit
dieser rohen Einteilung des Tages zufrieden. Die Römer etwa begnügten sich
bis ins dritte vorchristliche Jahrhundert damit, daß ein Amtsdiener des Konsuls
dreimal am Tag die Zeit ausrief. Die Griechen sollen die Zwölfteilung des Ta-
ges nach HERODOT von den Babyloniern erhalten haben, trotzdem gehört auch
in Griechenland die Einführung von Stunden einer ziemlich späten Epoche an.
Die Babylonier betrachtet man gern als die Väter unserer Stundenzählung. Nicht
ganz zu Recht, denn die babylonische Stunde has.bu teilte den Volltag in zwölf
Teile und ist daher doppelt so lang wie die unsere. Eine 24-Teilung des Tages ist
nach GINZEL [16, Band 1] inschriftlich auf babylonischen Tafeln nicht nachge-
wiesen. Aber das Zitat ist bald einhundert Jahre alt, und vielleicht gibt es neuere
Erkenntnisse.

5.1.2. Das Schattenmaß

It was four o’clock according to my guess
Since eleven feet, a little more or less,

My shadow at the time did fall,
Considering that I myself am six feet tall.

(CHAUCER, Canterbury Tales)

Um das 5. Jahrhundert v. Chr. genügte den Athenern nicht mehr der bloße
Blick auf die Sonne; sie wollten die Zeit messen und nicht nur schätzen. Man

1Bei der Abfassung dieses Kapitels habe ich vor allem auf folgende Literatur zurückgegriffen:
[16], [4], [3].
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92 5. Aus der Geschichte der Stundenzählung

schritt, einen Fuß vor den anderen setzend, die Länge des eigenen Schattens ab
und maß so die Zeit. In den Ekklesiazusen läßt ARISTOPHANES um das Jahr
392 v. Chr. die Praxagora zu ihrem Mann sagen: „Du hast keine andere Sorge,
als gesalbt und gebadet zum Essen zu gehen, wenn das Stoicheion zehn Fuß
mißt.“ Bei EUBULUS verwechselt ein gewisser Philokrates den Sonnenaufgang
mit dem Sonnenuntergang – was beiläufig auf ein liederliches Leben hinweist
– und findet seinen Schatten über 22 Fuß lang, während er auf 20 Fuß bestellt
ist. Er glaubt sich verspätet zu haben und entschuldigt sich mit Geschäften. Es
bleibt offen, ob er vielleicht die ganze Geschichte nur erfunden hat, um bereits
den Morgen beim Gastgeber zu verbringen.

Die Bezeichnung Stoicheion bezieht sich auf den Schatten oder seine Län-
ge und ist wohl vom griechischen Wort στεὶχω (ich schreite) abzuleiten. Das
Stoicheion als Zeitmaß gab es schon lange vor der Einteilung des Tages in Stun-
den. In der frühen griechischen Literatur sucht man vergebens nach Stunden-
angaben, wie sie später so häufig vorkommen. Warum auch sollte man erst eine
abstrakte Stunde ausrechnen, wenn man auf die Schattenlänge selbst eingela-
den war? In Athen variiert ein zwölffüßiger Schatten im Laufe des Jahres um 3 h
45 min. Die Essenszeiten wurden deshalb wohl nicht an eine feste Schattenlänge
gebunden, sondern der Jahreszeit entsprechend angesetzt.

Bis in die Neuzeit hinein bestimmte der einfache Mann die Tageszeit aus sei-
ner Schattenlänge. Nach Einführung der Stundenteilung halfen ihm Tafeln, aus
seiner Schattenlänge auf die Stunde zu schließen. Eine solche Tafel findet sich
bei PALLADIUS im 4. Jahrhundert n. Chr. In seiner Schrift de re rustica handelt
er die landwirtschaftlichen Arbeiten nach den verschiedenen Monaten ab und
gibt am Schluß jedes Monats die für ihn gültige Tabelle an. Die von BEDA im
8. Jahrhundert n. Chr. verzeichneten Schattenlängen für die zwölf temporalen

hora Ian. Febr. Mart. Apr. Mai. Iun.
diei Dec. Nov. Oct. Sept. Aug. Iul.

1. u. 11. 29 27 25 23 21 19
2. u. 10. 19 17 15 13 11 9
3. u. 9. 17 15 13 11 9 7
4. u. 8. 15 13 11 9 7 5
5. u. 7. 13 11 9 7 5 3

6. 11 9 7 5 3 1

Tabelle 5.1: Die Schattenlänge nach BEDA aus GINZEL

[16, Bd. 3, p. 88].
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Abb. 5.1: Zeitbestimmung aus der Länge des Körper�
schattens. Das Verhältnis Schattenlänge zu Körperlänge ei�
nes aufrecht stehenden Menschen bestimmt zunächst die Son�
nenhöhe: cot h = L

K = l
6 , vorausgesetzt K = 6 Fuß und

L = l Fuß. Den Zusammenhang zwischen dem Stundenwin�
kel der Sonne und ihrer Höhe beschreibt (2.27): sin h =
sin δ sin φ + cos δ cos H cos φ (δ Deklination der Sonne, φ geo�
graphische Breite des Beobachtungsortes).
Aus der Sonnenhöhe h läßt sich so der Stundenwinkel H der
Sonne berechnen und aus diesem die Zeit im gewünschten
Zeitmaß:

1. die temporale Stunde τ nach (3.56): τ = 6(H/HU + 1) (HU ist der Stundenwinkel
der Sonne zur Zeit ihres Untergangs und erfüllt nach (3.35) cos HU = − tan δ tan φ);

2. die wahre Ortszeit tw nach (4.2): tw = H + 12 h (H im Stundenmaß).

Tagesstunden in Fuß finden wir in Tabelle 5.1.
Noch im 16. Jahrhundert enthält die Gnomonik von ANDREAS SCHÖNER eine

ausführliche Anweisung, aus dem Schatten des eigenen Körpers die Tagesstun-
de zu bestimmen. Grundlage all dieser Tabellen ist das annähernd konstante
Verhältnis von 1 : 6 zwischen Körpergröße und Länge des beschuhten Fußes.

Man kann sich kaum denken, daß ein Bauer bei seiner Feldarbeit eine solche
Tabelle bei sich trug. Die Zahlen in den Tabellen mußten so eingerichtet werden,
daß ein eingängiges Schema entstand. Die Zeitangaben beschränkten sich ohne-
hin auf die vollen Stunden. Aber auch hier wich man von der korrekten Fußzahl
ab zu Gunsten des Schemas. Außerdem fanden die Tafeln eine weite Verbreitung
und wurden an Orten benutzt, für die sie nicht berechnet waren. Der Fehler fiel
wenig ins Gewicht. Der Bauer ließ den Knecht schon wissen, wann er das Pferd
vom Pflug abspannen durfte.

5.1.3. Die temporalen Stunden

Seit dem 2. oder 3. Jahrhundert teilten die Griechen den lichten Tag, den Zeit-
raum zwischen Sonnenauf- und -untergang in zwölf Stunden, ebenso viele Stun-
den fallen auf die Nacht. Nach unserem Zeitgefühl ist die temporale Stunde im
Sommer lang, im Winter kurz.

Der lichte Tag läßt sich am einfachsten mit einer Uhr in zwölf gleiche Teile
zerlegen. Die Griechen mochten dazu Wasseruhren, Klepshydren (wörtlich über-
setzt Wasserdiebe), zu Hilfe genommen haben. Dieses Verfahren setzt voraus,
daß sich die Tageslänge nur langsam verändert. Man muß am vorausgegange-
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Abb. 5.2: Die temporalen Stunden.
Die temporalen Stunden teilen die Bahn
der Sonne am Tageshimmel in 12 gleiche
Teile.

nen Tag die Tageslänge messen und kann dann den darauf folgenden einteilen.
Auf die Dauer konnte ein solches Verfahren sicherlich nicht zufriedenstellen. Es
mußte doch einen physikalischen Vorgang geben, an dem sich die Länge und
Stunde des Tages auf natürliche Weise ablesen ließ!

Die Griechen legten der temporalen Stunde den Tagesbogen zugrunde, den
die Sonne am Himmel beschreibt. Wenn es möglich wäre, die tägliche Bahn der
Sonne am Himmel mit einer sichtbaren Linie nachzuzeichnen und in zwölf glei-
che Teile zu zerlegen, dann könnte man die temporale Stunde unmittelbar am
Himmel ablesen.

Das ist unmöglich, deshalb versuchten die Griechen die Kurve, die ein punkt-
förmiger Schatten beschreibt, in zwölf gleiche Teile zu teilen. Dazu mußte die
Schattenkurve dem Weg der Sonne am Himmel entsprechen, sollte die Untertei-
lung den Anforderungen an die temporale Stunde genügen. Die Idee ist einfach:
Die Griechen stellten der Halbkugel des Himmels eine hohle Halbkugel gegen-
über. Vom Rand her ragte ein Stab in die Kugel hinein, der in einem schattenwer-
fenden Kügelchen genau im Mittelpunkt der Hohlkugel endete. Der Schatten
des Kügelchens wanderte entsprechend der Sonne, aber in entgegengesetzter
Richtung, über die Innenwand der Hohlkugel und erzeugte dort ein getreues,
wenn auch verkleinertes Abbild der Sonnenbahn am Himmel.

Die Griechen verfolgten die Schattenkurve des Kügelchens an den beiden
Sonnwendtagen und zur Tagundnachtgleiche und teilten die beobachteten Kur-
ven von Sonnenaufgang bis Sonnenuntergang in zwölf gleiche Teile. Die Punkte
des Sonnenaufgangs lagen auf dem westlichen horizontalen Rand der Halbku-
gel, die des Sonnenuntergangs auf dem östlichen. Die elf verbleibenden Stun-
denpunkte auf den drei Tageskurven verband man miteinander und erhielt so
näherungsweise die Stundenlinien für die anderen Tage des Jahres. HERODOT

schreibt, daß die Griechen diese Sonnenuhr von den Babyloniern kennengelernt
hätten.
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Abb. 5.3: Altrömische Hohlkugelsonnenuhr
aus Vitrelli. Die Schattenkurve des längsten Ta�
ges bildet eine Grenze, die der Schatten der Zei�
gerspitze in südlicher Richtung nie überschreitet.
Deshalb kann der vordere Teil der Kugel wegfal�
len. Auf diese Weise wird das Ablesen erleichtert:
Man muß sich nicht länger über die Sonnenuhr
beugen, um die Zeit abzulesen. Diese verbesserte
Form der Halbkugelsonnenuhr schreibt VITRUV

einem chaldäischen Bēl-Priester namens BEROS-
SOS zu, der um 280 v. Chr. auf der Insel Kos die
erste griechische Astrologenschule gründete.

So einfach die Idee der Hohlkugelsonnenuhr war, ihre Ausführung erforderte
handwerklich großes Geschick. Sobald man eine andere Auffangfläche wähl-
te oder die Zeigerspitze nicht in das Zentrum der Kugel legte, mußte man die
Stundenlinien mathematisch geometrisch bestimmen. Diese Aufgabe lösten die
Astronomen des Altertums in so vielfältiger Weise, daß der Baumeister und
Kriegsingenieur VITRUV, ein Zeitgenosse Cäsars, sich beklagte, daß er keine
neue Sonnenuhr erfinden könne, weil das Feld so abgegrast sei.

Die temporalen Stunden waren über viele Jahrhunderte in Gebrauch. Sie über-
dauerten das römische Weltreich und die Wirren der Völkerwanderung. Eine
Sonnenuhr am Regensburger Dom mit der Jahreszahl 1487 zeigt noch die un-
gleichen Stunden an. Erst 22 Jahre später wurde neben ihr eine zweite für gleiche
Stunden angebracht.

5.1.4. Die kanonischen Stunden

In veränderter, wenn auch kaum noch erkennbarer Form leben die antiken tem-
poralen Stunden als kanonische Stunden in der katholischen Kirche bis heute
fort. Ich will ihre Entwicklung, wie sie BILFINGER [4] und GINZEL [16, Bd. 3]
beschrieben haben, kurz schildern.

Sonnen- oder Wasseruhren waren eine kostspielige Angelegenheit; die gemei-
ne römische Bevölkerung richtete ihren Tag nach den drei öffentlich ausgerufe-
nen Stunden, der hora tertia, sexta und nona. Zusammen mit den natürlichen
Tageseinschnitten mane und vespera, dem Morgen und dem Abend, teilten sie
den lichten Tag in vier Abschnitte. Der erste Hahnenschrei (gallicinium) zeigte
das nahende Ende der Nacht an.

Nach dieser Zeiteinteilung richteten sich sicherlich auch die jungen römischen
Christengemeinden, wenn sie sich zu regelmäßigen Gebeten zusammenfinden
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wollten. Im Laufe der Zeit nahmen die temporalen Stunden als horae cano-
nicae den Charakter von Gebetszeiten an. In den Stürmen der Völkerwande-
rung lockerten sich die weltlichen Ordnungen, und die Kirche mußte die Sorge
um die Regelung des Zeitwesens selbst übernehmen. Um das Jahr 600 ordnete
Papst SABINIANUS an, die kanonischen Stunden durch Glockenschlag anzuzei-
gen. Von nun an riefen die Glocken nicht nur zum Gottesdienst, sondern regel-
ten das ganze bürgerliche Leben. Das gilt für die eigentlichen Zentren antiker
Bildung, wie für Italien, wo es sicher noch Uhren in Privatbesitz gab, besonders
aber für die nördlichen Länder Europas, wo die Kirche alleiniger Träger antiker
Bildung war.

Die kanonische Stunde ist kein Zeitmaß, das die Länge eines Zeitraumes mißt,
sondern ein Zeitpunkt, zu dem eine liturgische Handlung (das Amt) stattfinden
soll. Das Volk besaß keine Uhren und richtete sich nach den Glockenschlägen
der Pfarr- und Klosterkirchen. Die Regelung des weltlichen Tagesablaufs war
nur ein Nebeneffekt. Das muß man immer im Auge behalten, wenn man die
Entwicklung der kanonischen Stunden verstehen will.

Ursprünglich lehnten sich die kanonischen Stunden eng an die temporale
Stundenreihe an. Aber der Ablauf der liturgischen Handlungen war nicht starr,
er wandelte und entwickelte sich. Neue Gebetszeiten und damit neue kanoni-
sche Stunden traten zwischen die alten und verschoben sie.

Im 5. Jahrhundert gab es folgende kanonische Stunden:

1. matutina, im 3. Viertel der Nacht,

2. hora prima, bei Sonnenaufgang,

3. hora tertia, um die Mitte des Vormittags,

4. hora sexta, um Mittag,

5. hora nona, um die Mitte des Nachmittags,

6. vespera, eine Stunde vor Sonnenuntergang,

7. completorium, nach Sonnenuntergang.

Von den zwei mal 12 temporalen Stunden waren also 7 geblieben. Die hora
prima, die ursprünglich die erste Stunde nach Sonnenaufgang bezeichnete, war
auf den Tagesanfang gerutscht. Wahrscheinlich wollte man den Tag, es gab noch
keine Null, nicht mit der zwölften Nachtstunde beginnen. Ein Vorgang, den wir
in ähnlicher Weise später bei der Baseler Uhr noch einmal beobachten können.

In den folgenden Jahrhunderten blieb die Entwicklung nicht stehen. Manche
Stunden büßten den ihnen anfänglich zugeschriebenen Zeitwert ein. Die None
rutschte vom Nachmittag auf den Mittag, und die Sext fiel ganz und gar aus.
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Bei der None war das so: Eine Klosterregel des BENEDIKT VON NURSIA er-
laubte an den Fastentagen nur eine einzige Mahlzeit, an gewöhnlichen Fasten-
tagen ad nonam, während hoher Fastentage sogar erst ad vesperam. Die hora
nona war im alten römischen Reich die Stunde der Hauptmahlzeit gewesen,
insofern war gegen diese Essenszeit nichts einzuwenden. Aber die Fastentage
wurden mehr und mehr und schließlich zahlreicher als die gewöhnlichen Tage.
Hinzu kam die Belastung der nächtlichen Betstunden. BILFINGER schreibt:

Es war hiermit eine Gewalt ins Feld geführt, die still, aber unaufhaltsam
und unermüdlich gegen das System der Tageschronologie ankämpfte und
an Non und Vesper schob, bis diese einen bequemeren Platz eingenommen
hatten. Diese Gewalt war die Gewalt des menschlichen Hungers.

Schließlich richtete sich die Essenszeit nicht mehr nach den kanonischen Stun-
den, sondern die kanonischen Stunden nach der Essenszeit. Ja, während des vor-
österlichen Fastens legte man zuweilen die Vesper bereits auf den Vormittag; so
konnte man zur gewohnten Mittagszeit zu Tische schreiten und den Löffel zur
Hand nehmen.

Auf diese Weise schieden sich die Zeitbegriffe. Die vollständige Stundenreihe
der 12 Tag- und der 12 Nachtstunden war im Mittelalter nur noch bei Zeitanga-
ben für astronomische Erscheinungen und bei bedeutenden Ereignissen im Ge-
brauch, wie Geburt und Tod in regierenden Häusern. Für den gemeinen Mann
bezeichnete die None den Zeitpunkt, zu dem die Glocken für das entsprechen-
de Amt läuteten; der Gebildete wußte, daß die eigentliche hora nona erst drei
Stunden später lag. Es gab jetzt eine None für das Amt und eine für die Zeit.

5.2. Die neue Uhr

Zwei unterschiedliche Kräfte, eine soziale und eine technische, bewirkten den
Übergang von der mittelalterlichen zur modernen Stundenrechnung.

Zum einen konnte die überlieferte zweigleisige Zeitrechnung – die antike
Stunde für die Wissenschaft, die kanonische Hore für Kirche und Volk – dem
sich aus dem Schoß der Kirche befreienden Menschen nicht mehr genügen in
Zeiten, wo Handel und Gewerbe aufblühten. Die Bildung verweltlichte sich und
verlangte nach einer weltlichen Zeitrechnung.

Zum anderen muß der Wandel der Zeitrechnung auch in irgendeiner Wei-
se mit der Entwicklung neuer Zeitmesser zusammenhängen. Die zunehmende
Verbreitung mechanischer Uhren kann allerdings nicht der alleinige Grund ge-
wesen sein, denn diese gab es schon im Altertum, ohne daß man ihretwillen von
der Zeitrechnung abgewichen wäre. Man korrigierte ihren vom antiken Zeitmaß
abweichenden Gang durch ein entsprechend eingerichtetes Zifferblatt. Wie bei
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gewissen Sonnenuhren hatte man die Zeit an der Stelle abzulesen, wo der Zei-
ger die Datumslinie des betreffenden Tages schnitt. Erst als man die Uhren mit
Schlagwerken versah, mußte man zu einer anderen Zeitrechnung übergehen,
die der Mechanik besser angepaßt war. Denn sonst hätte man auf komplizierte
Weise in den Mechanismus der Uhr eingreifen müssen, um die Spanne zwischen
den Stundenschlägen an die variable temporale Stunde anzupassen.

In den Städten bestand ein großes Bedürfnis nach Uhren, deren Schlag bis
in die Werkstätten und Kontore hinein die Uhrzeit trug. Private Uhren konn-
ten sich nur fürstliche Häupter leisten. In der Tat waren sie neben den reichen
Städten die ersten Auftraggeber von Schlaguhren.

Wenn wir den literarischen Quellen folgen, tauchten die ersten Schlaguhren
in Italien in der ersten Hälfte des 14. Jahrhunderts auf. Die erste ausdrücklich
erwähnte Schlaguhr ließ 1336 AZZO VISCONTI in Mailand anbringen. Ihr Kon-
strukteur war wahrscheinlich GIACOMO DONDI, Arzt und Mathematiker, der
einige Jahre später, 1344, eine Schlaguhr für seine Vaterstadt Padua konstruier-
te. Der Beiname GIACOMO DELL’ORLOGIO soll sich bis in unser Jahrhundert bei
einer Paduaner Familie erhalten haben.

Einige Jahrzehnte später finden wir die Schlaguhren vereinzelt in Deutsch-
land, Frankreich, in den Niederlanden und in England (Brügge 1345, Regens-
burg 1358, Brüssel 1363, Freiburg i. Br. 1363, Breslau und Zürich 1368, Mainz
1369, Paris 1370 und Straßburg 1372)

Mit dem Beginn des 15. Jahrhunderts hatte sich die Rechnung nach gleich
langen Stunden durchgesetzt. SEBASTIAN MÜNSTERS Horolographia, Basel 1533,
verzeichnet die temporalen Stunden nur noch als Merkwürdigkeit.

Mit mechanischen Uhren kann man Zeitintervalle miteinander vergleichen.
Die Periode des in ihnen ablaufenden Vorganges ist willkürlich und liegt in der
Hand des Konstrukteurs. Diese Willkür überträgt sich auch auf die Zeitskalen
mechanischer Uhren, denn sie vermögen keinen natürlichen Zeitpunkt des Ta-
ges auszuzeichnen. Eine mechanische Uhr wird erst dann brauchbar, wenn man
sie einreguliert und gestellt hat. Zudem waren die mechanischen Uhren über
lange Zeit noch unzuverlässig, und der Türmer mußte oft genug hochsteigen,
um die Uhr zu stellen. Aber wonach? Es gibt keinen Zweifel, die Sonne mußte
ihren Rang als Zentraluhr beibehalten. Ihr Tagesbogen hatte zur antiken, tempo-
ralen Stunde geführt, man mußte eine andere Meßgröße finden, die dem Gang
mechanischer Uhren besser entsprach. Man fand sie im Stundenwinkel der Son-
ne. Wie wir heute wissen, weicht er nur über die geringfügige Zeitgleichungs-
korrektur von der Inertialzeit ab. Die Zeitgleichung ändert sich nur langsam,
und der Türmer wird wohl immer der Uhr und nicht der Sonne die Schuld zu-
geschoben haben, wenn es zur unrechten Zeit Mittag scholl.
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Der Stundenwinkel als Zeitmaß ist keine neue Erfindung. Schon PTOLEMÄ-
US gebraucht sie, aber ihre Verwendung war auf die Astronomie beschränkt.
Ich weiß nicht, ob die ersten Konstrukteure mechanischer Uhren bewußt den
Stundenwinkel der Sonne als Zeitmaß gewählt haben. Wahrscheinlich teilten sie
einfach den Tag in 24 für ihre Uhren gleiche Stunden, was auf dasselbe hinaus-
kommt. Dem Gnomoniker mußte auf jeden Fall der Zusammenhang des Stun-
denwinkels der Sonne mit der neuen mechanischen Stunde bekannt gewesen
sein, wenn er eine Sonnenuhr entwerfen wollte.

Als man die neue Stunde einführte, versuchte man möglichst viele Eigentüm-
lichkeiten der alten Stundenzählung beizubehalten. Das war

1. die Unterscheidung der Tages- und Nachtstunden,

2. die Aufteilung des Tages in zweimal zwölf Stunden,

3. der Anfang der Stundenzählung bei Sonnenauf- oder -untergang.

Die ganze Uhr (ganzer Zeiger, ganzer Schlag) zählt die Tagesstunden von 1 bis
24 durch. Die halbe Uhr (halber Zeiger, halber Schlag, Zwölferuhr, kleine Uhr)
teilt den Tag in zwei gleiche Teile zu je zwölf Stunden.

5.2.1. Die italienische Uhr

In einem Land, wo man des Tages genießt, besonders aber des Abends sich erfreut, ist es höchst
bedeutend, wenn die Nacht anbricht. Dann hört die Arbeit auf, dann kehrt der Spaziergänger

zurück, der Vater will seine Tochter wieder zu Hause sehen, der Tag hat ein Ende; doch was Tag
sey, wissen wir Cimmerier kaum. Im ewigen Nebel und Trübe ist es uns einerlei, ob es Tag oder

Nacht ist, denn wieviel Zeit können wir uns unter freiem Himmel wahrhaft ergehen und
ergötzen? Wie hier die Nacht eintritt, ist der Tag entschieden vorbei, der aus Abend und Morgen

bestand, vier und zwanzig Stunden sind verlebt, eine neue Rechnung geht an, die Glocken
läuten, der Rosenkranz wird gebetet, mit brennender Lampe tritt die Magd in das Zimmer und
spricht: felicissima notte! Diese Epoche ändert sich mit jeder Jahreszeit, und der Mensch, der hier

lebt, kann nicht irre werden, weil jeder Genuß seines Daseyns sich nicht auf die Stunde, sondern
auf die Tageszeit bezieht.

(GOETHE, Italienische Reise)

Die italienische Uhr beginnt den neuen Tag am Abend und zählt auf 24 fort
bis zum nächsten Abend. Den Tagesbeginn legte man bei der ora italiana civile
im Gegensatz zur ora antiqua nicht genau auf Sonnenuntergang, sondern setzte
sie eine halbe Stunde später an, um das letzte Tageslicht bis zur Neige ausnutzen
zu können.

Der Sonnenuntergang verschiebt sich von Tag zu Tag, und so mußten die
Uhren immer wieder nachgestellt werden. Anfangs überließ man es dem Tür-
mer, die letzte Stunde des Tages auszuschlagen, wenn ihm der nötige Grad der
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Dunkelheit eingetreten zu sein schien. Ein stark von der Witterung abhängi-
ges Verfahren, das unmittelbar in das tägliche Leben eingriff! Denn polizeiliche
Verordnungen befahlen, die Arbeit mit dem letzten Glockenschlag einzustellen.
Im vorigen Jahrhundert verließ man dieses empirische Verfahren und ließ die
Uhr einen Sprung (it. salto) machen, wenn der Sonnenuntergang um eine vier-
tel Stunde weiter gewandert war

Um das lästige Nachzählen der italienischen Tagesstunden zu erleichtern, ließ
man sie meistens nicht voll ausschlagen, sondern die dreizehnte Tagesstunde
durch einen, die vierzehnte durch zwei Glockenschläge ankündigen, sagte aber
weiterhin dreizehn Uhr, vierzehn Uhr usw.

Die antike italienische Stunde I steht mit dem Stundenwinkel H der Sonne in
der Beziehung I = H − HU modulo 24 Stunden. Beide Winkel H und HU (der
Stundenwinkel der Sonne zu Untergang) sind im Stundenmaß zu nehmen. Ist
H kleiner als HU, muß man 24 Stunden zur Differenz H − HU dazuzählen, um
die stets positive italienische Stunde zu erhalten.

Wir sind gewohnt, daß der Mittag (der Durchgang der Sonne durch den Me-
ridian) auf eine feste Uhrzeit fällt, wenn wir von den Abweichungen auf Grund
der Zeitgleichung einmal absehen. Die italienische Uhr hat eine veränderliche
Mittagszeit: I(H = 0) = 24 h − HU . Die variable Mittagsstunde nach italieni-
scher Zeitrechnung entspricht (modulo 12 h) gerade der variablen Uhrzeit des
Sonnenaufgangs nach unserer Zeitrechnung (bis auf Korrekturen wegen der
Zeitgleichung und der Zonenzeiten). An den Tagundnachtgleichen war um 18
Uhr italienischer Zeit Mittag, das heißt 6 Stunden vor Sonnenuntergang. Nach
unserer Zeitrechnung geht die Sonne an diesen Tagen um 6 Uhr auf.

Die italienische Uhr war nicht nur in Italien, sondern auch in einem großen
Teil Deutschlands jahrhundertelang in Gebrauch. In ihrem Ursprungsland hielt
sie sich bis zum Anfang des 19. Jahrhunderts.

Die türkische Uhr unterscheidet sich von der italienischen Uhr nur darin, daß
sie den Tag in zweimal zwölf Stunden zerlegt, die durch das Hinzufügen der
persischen Wörter cheb (Nacht) und ruz (Tag) unterschieden werden. Noch
1888 gaben die Neuen Türkischen Eisenbahnen in den Fahrplänen von Klein-
asien die Abfahrts- und Ankunftszeiten nach türkischer Uhr an.

Die babylonische Uhr beginnt den Tag zu Sonnenaufgang und zählt wie die
italienische Uhr die Stunden des Tages bis 24 durch.

Kaum ein Buch über Sonnenuhren übergeht die babylonischen Stunden. Sie
finden sich auch als Merkwürdigkeiten hier und da auf Sonnenuhren. Ich habe
bisher noch kein Land ausmachen können, das seine Uhren rein nach der ba-
bylonischen Stunde gestellt hätte. In der Literatur [4, p. 252] findet sich nur ein
sehr vager Hinweis, daß vielleicht auf den Balearen die Zeit nach ihnen gerech-
net wurde.
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5.2.2. Die Nürnberger Uhr

Die Nürnberger Uhr unterscheidet Tagesstunden und Nachtstunden und hält
an der doppelten Stundenzählung fest. Sie zählt sozusagen den Tag in babyloni-
schen und die Nacht in italienischen Stunden. Die Zwölfzahl der Stunden muß
sie fallen lassen; die beiden Tagesabschnitte sind abgesehen von den Tagund-
nachtgleichen unterschiedlich lang.

Beim Übergang von der Tag- zur Nachtzählung und umgekehrt schlug die
Uhr den Garaus. Von ihm aus zählte man die Stunden in die Nacht oder auf den
Tag. Die dem Garaus vorangehende Stunde bezeichnete man mit ein or (Uhr) gen
Tag oder gen Nacht.

Nahmen die Tage an Länge zu, so wurde der Abendgaraus eine halbe Stunde
später angesetzt und zusätzlich der Morgengaraus eine halbe Stunde früher. Auf
diese Weise verfuhr man bis zum längsten Tag, der 16 Tag- und 8 Nachtstunden
hatte. Die Nürnberger nannten diese Periode wenn’s den Tag sechzehn schlecht.
Dann folgte mit den kürzer werdenden Tag die umgekehrte Anordnung.

5.2.3. Die wahre Sonnen- oder Ortszeit

Die Rechnung nach wahrer Sonnenzeit läßt den Anfangspunkt der antiken Stun-
den fallen und legt den Tagesbeginn auf Mitternacht (H = −1800), auch unter-
scheidet sie nicht länger zwischen Tag- und Nachtstunden. Nur die nun unver-
ständliche und unnötige Teilung in zwei Reihen von zwölf Stunden behält sie
bei. Die wahre Sonnenzeit tw ist direkt proportional zum Stundenwinkel der
Sonne: tw = H mod 12 h

Ich hatte anfänglich geglaubt, man hätte die doppelte Zwölferreihe beibehal-
ten, damit man die Uhren aus der Ferne besser ablesen konnte. Das ist nicht der
Fall. Die ältesten Zifferblätter zeigten sogar die Zahlenreihe von 1 bis 12 zwei-
mal hintereinander, so daß für jede Reihe nur der halbe Umfang des Zifferblattes
zur Verfügung stand. So war es noch auf der 1574 am Straßburger Münster an-
gebrachten Uhr.

Die wahre Sonnenzeit entfernt sich weiter von der antiken Stunde als die zu-
vor besprochenen Zeitrechnungen; doch ist sie keine spätere Erfindung. Zur sel-
ben Zeit, als sich die italienische Uhr in ihrer Heimat noch ausbreitete, schlugen
in Deutschland, in Frankreich, Belgien und England die Uhren bereits die wahre
Sonnenzeit.

Ein Kuriosum der betrachteten Zeitrechnung ist die Baseler Uhr. Sie war den
Uhren aller anderen Städte (auf demselben Längenkreis!) gerade um eine Stun-
de voraus. Ihre Glocken schlugen Eins statt Zwölf, Zwei statt Eins und so fort.
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Entsprechend war ihr Zifferblatt eingerichtet: Die Eins stand oben, wo bei un-
serer Uhr die Zwölf steht. Die Baseler Uhr beschränkte sich auf das Stadtgebiet
von Basel; selbst die Ortschaften im nächsten Umkreis nahmen nicht an dieser
Zeitzählung teil. Schon die erste Baseler Schlaguhr kündete 1422 auf diese Weise
die Zeit.

Diese Eigentümlichkeit der Baseler Uhr ist auf einen anderen Sprachgebrauch
zurückzuführen. Wir sagen Ein Uhr, wenn die erste Stunde abgelaufen ist, die
Baseler, wenn die erste Stunde begann. Der erste Tag des Monats beginnt doch
auch nicht erst, wenn er vorbei ist, werden sich die Baseler gesagt haben, und
folgerichtig übertrugen sie die übliche, mit Eins beginnende Zählweise des tägli-
chen Lebens auf die Stundenzählung. Das jedenfalls scheint mir eine plausibele
Erklärung.

Als Basel seine erste mechanische Uhr erhielt, waren diese noch von großer
Seltenheit, es hatte sich demzufolge noch kein allgemeiner Sprachgebrauch ent-
wickelt. Man mußte erst eine Bezeichnung für die neue Stundenzählung schaf-
fen. Der Auftraggeber oder der Konstrukteur der Uhr mußte sich selber Gedan-
ken darüber machen, wie man die Stunden benennen wollte.

Es wird nicht allzulange gedauert haben, bis man bemerkte, daß die eigene
Zählweise von der anderer Städte abwich. Allein man hatte sich daran gewöhnt;
das Zifferblatt der Uhr hatte viel Geld gekostet; man war ein bißchen stolz dar-
auf, etwas Besonderes zu haben. Kurzum: man behielt die Baseler Uhr bei. Den
ersten Vorstoß, die Baseler Zeitzählung an die übliche anzugleichen, unternah-
men fortschrittliche Kräfte, ihnen voran der berühmte Gelehrte DANIEL BER-
NOULLI. Die Uhren wurden probeweise umgestellt. Aber vergeblich, die Ver-
treter des Althergebrachten unter der Führung des Schneidermeisters LANG-
MÄSSLER siegten. Die Baseler Uhr wurde 1779 in den alten Stand zurückgesetzt.
Die endgültige Umstellung der Baseler Uhren vollzog sich erst neunzehn Jah-
re später im Sturm der französischen Revolution. 1798 wurde die Baseler Uhr
abgeschafft.

5.3. Die Abkehr von der Sonne als Uhrennormal

5.3.1. Die mittlere Sonnen- oder Ortszeit

Mit wachsender Verfeinerung der Meßmethoden und Verbesserung der mecha-
nischen Uhren trat die Unregelmäßigkeit der wahren Sonnenzeit gegenüber der
Inertialzeit immer deutlicher zu Tage. Die Länge des wahren Sonnentages kann
von einem zum anderen Tag um eine halbe Minute zu- oder abnehmen. Diese
kleinen Unterschiede addieren sich auf. Mitte Februar geht die Sonne 14,3 min
später durch den Meridian, als es bei gleich langen Tagen der Fall wäre. Anfang
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7.1. Die Sonne und die Sonnenuhr

Die Entwicklung der allgemeinen Theorie der Sonnenuhr ist abgeschlossen.
Nun kommen wir – endlich! – zur Anwendung. In den folgenden Abschnitten
werden wir alle Lineaturen kennenlernen, die auf den Zifferblättern einäugiger
Sonnenuhren anzutreffen sind.

Definition 7.1. 1. Eine Sonnenuhr mit punktförmigem Schattenwerfer heißt
einäugige Sonnenuhr.

2. Die Gesamtheit aller Linien auf dem Zifferblatt einer Sonnenuhr heißt Li-
neatur der Sonnenuhr.

Jede Linie auf der Lineatur einer einäugigen Sonnenuhr ist die Zentralprojek-
tion (mit dem Auge als Zentrum) einer entsprechenden Linie auf der Himmels-
kugel. Wir stellen uns vor, daß die Sonne auf der Himmelskugel längs der be-
sagten Linie wandert (auch, wenn das astronomisch gesehen nicht sein kann!),
wobei das Auge ihr Bild auf das fest mit der Erde verbundene Zifferblatt wirft.
Viele Dinge lassen sich aus dem Sonnenstand ablesen, nicht nur die Tageszeit: Er
zeigt uns, wann es Frühling wird und wann Sommer; wir können von ihm ler-
nen, in welcher Himmelsrichtung Mekka liegt und wann der gläubige Muslim
sein Gebet verrichten muß. Sogar die Astrologen können sich der Sonnenuhr
bedienen, um mit ihrer Hilfe die Gunst der Sterne zu bestimmen.

Viele der Lineaturen, die wir in diesem Kapitel beschreiben, haben nichts mit
der Sonne zu tun. Sie sind nichts weiter als die Schattenprojektionen gewisser
astronomischer Linien auf der Himmelskugel. Die Sonne übernimmt nur die
Aufgabe, diese Linien sichtbar zu machen. Aus der Lage des Sonnenbildes zwi-
schen oder auf den Linien einer Lineatur können wir auf den Stand der Sonne
schließen. Aber das gilt gleichermaßen für jeden anderen Himmelskörper, wenn
er nur so hell scheint, daß er einen Schatten wirft. Wir können aus dem Schat-
tenbild, das der Mond auf eine Sonnenuhr wirft, gerade so den Stundenwinkel
des Mondes ablesen wie tagsüber den Stundenwinkel der Sonne. Die Schwie-
rigkeit der Monduhr liegt in unserer Zeitmessung, die auf dem Stundenwinkel
der Sonne aufbaut, weshalb wir aus dem Stundenwinkel des Mondes den der
Sonne berechnen müssen. Da wir es uns zur Aufgabe gemacht haben, die Theorie der
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Sonnenuhr zu entwickeln, ordnen wir alle astronomischen Winkel, die wir auf irgendei-
nen Himmelskörper beziehen könnten, der Sonne zu. Wenn wir vom Stundenwinkel
oder der Deklination sprechen, meinen wir den Stundenwinkel oder die De-
klination der Sonne. In vielen Fällen könnten auch die Winkel eines anderen
Himmelskörpers an deren Stelle treten.

Die Sonne überstreicht in den wenigsten Fällen die vollständige astronomi-
sche Lineatur. Man muß sich deshalb beim Entwurf entscheiden, ob man die
ganze astronomische Lineatur darstellen will oder ob man sich auf den Teil be-
schränkt, der tatsächlich vom Sonnenbild überstrichen wird.

7.2. Die Linien konstanten Stundenwinkels

Definition 7.2. Wir beschreiben den Stand der Sonne durch ihre Deklination
und ihren Stundenwinkel:�s =�s(H, δ).

1. Eine Linie H = konst. heißt Stundenlinie (wahrer Sonnenzeit). Das gilt
für das Urbild auf der Himmelskugel und für seine Projektion auf dem
Zifferblatt.

2. Die Linie H = 00 heißt Mittagslinie.

Wer das Kapitel über die Zeitmaße gelesen hat oder sich in dem Metier etwas
auskennt, weiß, daß der Stundenwinkel bis auf eine Nuance mit der wahren
Ortszeit übereinstimmt (vgl. Unterabschnitt 7.2.4 auf Seite 193!).

Wir betrachten in diesem Kapitel nur einäugige Sonnenuhren. Aber es sei hier
schon angemerkt, daß der Schatten eines erdachsparallelen Schattenstabes (Po-
los) in jeden Augenblick als Ganzes mit der entsprechenden Stundenlinie der
einäugigen Sonnenuhr zusammenfällt.

In der Literatur hat es einen langen Streit darüber gegeben, ob der Polos ei-
ne Errungenschaft der arabischen oder der abendländischen Wissenschaft sei.
Meines Erachtens ist diese Frage falsch gestellt. Der Polos war so lange bedeu-
tungslos, wie man die Zeit nach antiker Weise in temporalen Stunden maß. Für
die Anzeige der temporalen Stunde tat der senkrecht auf dem Zifferblatt stehen-
de Stab denselben Dienst wie der sehr viel schwieriger auszurichtende Polos.
Denn nur für die Linien konstanten Stundenwinkels der Sonne fällt der Schat-
ten des Polos als ganzes mit der entsprechenden Stundenlinie zusammen. Wenn
man sich aber erst einmal entschieden hatte, die Sonnenuhr für den Stunden-
winkel der Sonne einzurichten, dann war es für jeden, der ein klein wenig ihre
Theorie durchschaute, ein winziger Schritt bis zur Erkenntnis, daß der Schatten
eines Stabes parallel zur Erdachse auf die jeweilige Stundenlinie fällt (vgl. Ab-
schnitt 8.4 auf Seite 315!).
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Für den Liebhaber der Sonnenuhr bilden die Stundenlinien der wahren Son-
nenzeit die wichtigste Lineatur. Entsprechend ausführlich werde ich sie behan-
deln. Gleichzeitig will ich die im vorigen Kapitel entwickelten Darstellungen
beispielhaft anwenden.

7.2.1. Die Stundenlinien im Äquator-Zifferblattsystem

Der Linie H = konst. entspricht auf der Himmelskugel ein von Pol zu Pol rei-
chender (halber) Großkreis. Die Schattenprojektion bildet einen Großkreis auf
eine Gerade ab. Mithin sind die Stundenlinien auf dem Zifferblatt Geraden. Die
Gleichungen dieser Geraden wollen wir in den folgenden Abschnitten aufstel-
len.

Die parametrische Darstellung der Stundenlinien

Zunächst ziehen wir die parametrisierte Form des Schattens nach (6.63) und
(6.62) heran. Parameter ist die den Stundenwinkel zur vollen Information über
den Ort ergänzende Deklination. Wir formulieren das für die Theorie der Son-
nenuhr so wichtige Ergebnis als Satz.

Satz 7.1 (Parametrische Darstellung der Stundenlinien). Die Gleichung

�r = �UQ(H, δ)|H=konst. (7.1)

beschreibt die Linie konstanten Stundenwinkels auf dem Zifferblatt.
Für den Koordinatenursprung im Polpunkt (Q = P) gilt nach (6.63)

�UP = Gn
cos δ

sin δn

cos(Hn − H)�σ + sin δn sin(Hn − H)�n ×�σ

sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H)

Wenn der Nullpunkt im Zentrum liegt, erfüllt der Schatten �U die Gleichung (6.62)

�U = Gn
(sin δn cos δ cos(Hn − H)− cos δn sin δ)�σ + cos δ sin(Hn − H)�n ×�σ

sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H)
.

Folgen:

1. Für konstanten Stundenwinkel H und variable Deklination δ stellt

�r = �UP(H, δ)|H=konst.

eine Gerade durch den Polpunkt dar. Sie verläuft in Richtung des konstan-
ten Vektors cos(Hn − H)�σ + sin δn sin(Hn − H)�n ×�σ.
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2. Aus der parametrischen Darstellung können wir unmittelbar ablesen, auf
welchen Punkt der Geraden die Sonne abgebildet wird, wenn wir ihre De-
klination und ihren Stundenwinkel kennen.

Wer das Zifferblatt auf einem Rechner erstellt, sollte auf die parametrische
Darstellung zurückgreifen. Sie enthält mehr Information als die impliziten
Darstellungen, denn sie gibt an, wie das Sonnenbild die Stundenlinie mit
wechselnder Deklination der Sonne durchläuft.

3. Die Stundenlinie H = Hn läuft vom Polpunkt P aus gesehen für δn > 00

in Richtung der Subpolaren�σ, für δn < 00 in Richtung −�σ.

4. Der Grenzfall δn → 0, bei dem der Polpunkt ins Unendliche fällt, läßt
sich leicht abhandeln, wenn man zum Zentrum als Koordinatenursprung
wechselt. Der Grenzwert δn → 0 existiert und ergibt

�r = Gn

( − tan δ

cos(Hn − H)
�p + tan(Hn − H)�n × �p

)
. (7.2)

Die Polrichtung �p liegt in der Zifferblattebene, d. h. �σ = �p, und die Stun-
denlinien sind alle parallel zu �p. Der Abstand der Stundenlinie H = konst.
vom Zentrum ist Gn tan(Hn − H).

Die implizite Darstellung der Stundenlinien im Äquator-Zifferblattsystem

Aus der parametrischen Darstellung läßt sich ohne Schwierigkeit die implizite
Darstellung der Bildgeraden gewinnen. Wir wollen dies für den Fall tun, daß
der Nullpunkt im Polpunkt liegt. Wir setzen für den Ortsvektor

�r = x�σ + y�n ×�σ.

Wir lesen aus (6.63) ab

x =
Gn cos δ cos(Hn − H)

sin δn(sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H))
, (7.3)

y =
Gn cos δ sin(Hn − H)

sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H)
. (7.4)

Wir dividieren die untere Gleichung durch die obere und lösen nach y auf:

Satz 7.2 (Implizite Darstellung der Stundenlinien). Die Gleichung der Stundenli-
nien im Äquator-Zifferblattsystem mit dem Nullpunkt im Polpunkt lautet

δn 
= 0 : y = sin δn tan(Hn − H) x. (7.5)

Die x-Achse zeigt in Richtung�σ, die y-Achse in Richtung �n ×�σ. δn und Hn bezeichnen Dekli-
nation und Stundenwinkel der Zifferblattnormalen im Äquatorsystem.
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Nach (6.68) gilt
−→
PZ = Gn cot δn�σ. Das Zentrum hat also bezüglich des Äqua-

tor-Zifferblattsystems mit Polpunkt die Koordinaten xZ = Gn cot δn und yZ = 0.
Verlegt man den Koordinatenursprung vom Polpunkt in das Zentrum, so muß
man in (7.5) x �→ x + xZ = x + Gn cot δn ersetzen. Die neue Gleichung erhält ein
absolutes Glied, und (die Steigung bleibt unverändert!) es gilt:

Satz 7.3. Die Stundenlinie H = konst. liegt auf der Geraden

y = sin δn tan(Hn − H)(x + Gn cot δn). (7.6)

Die x-Achse zeigt in Richtung �σ , die y-Achse in Richtung �n ×�σ. Der Nullpunkt liegt im
Zentrum. Hn und δn sind Stundenwinkel und Deklination der Zifferblattnormalen.

7.2.2. Die Stundenlinien im Horizont-Zifferblattsystem

Die implizite Darstellung der Stundenlinien

Das Horizont-Zifferblattsystem läßt sich mit Hilfe eines Lotes sehr einfach rea-
lisieren, viel müheloser als das Äquator-Zifferblattsystem. Zur Kontrolle von
Zifferblättern und bei der Montage von Sonnenuhren ist es deshalb nützlich zu
wissen, wie die Stundenlinien im Horizont-Zifferblattsystem liegen.

Satz 7.4 (Implizite Darstellung der Stundenlinien). Die Gleichung der Stundenli-
nien im Horizont-Zifferblattsystem lautet

y = x
(cos hn cos φ − sin hn cos An sin φ) sin H − sin hn sin An cos H

cos An cos H − sin An sin φ sin H

+ Gn
(sin hn cos φ + cos hn cos An sin φ) sin H + cos hn sin An cos H

cos An cos H − sin An sin φ sin H
.

(7.7)

Die x-Achse zeigt in Richtung der Fallinie �f , die y-Achse in Richtung �n × �f , Nullpunkt: Zen-
trum.

Wählt man den Polpunkt zum Nullpunkt, fällt das absolute Glied weg. Man erhält
die entsprechende Gleichung der Stundenlinie, indem man formal Gn = 0 setzt.

Beweis: Da wir die gegenseitige Lage des Äquator- und des Horizont-Ziffer-
blattsystems kennen, könnten wir die gesuchte Gleichung aus (7.6) durch eine
entsprechende Koordinatentransformation gewinnen. Diesen Weg wollen wir
jedoch nicht einschlagen.
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Die Gleichung der Schnittgeraden zweier Ebenen (eine durch den Punkt A
mit dem Ortsvektor�r(A) = �G und der Normalenrichtung �N, die andere durch
den Nullpunkt und der Normalen �n) ist uns in Satz 6.22 auf Seite 162 gegeben:

�N·�r = �N ·�G, �r = x1 �e1 + x2 �e2.

(x1, x2 sind die Koordinaten der Schnittgeraden bezüglich eines beliebigen Zifferblatt-
systems.)

Zunächst beschaffen wir uns die Normale des Stundenkreises. Der Linie H =
konst. entspricht auf der Himmelskugel der (halbe) Großkreis

�s = sin δ �p + cos δ (cos H�eρ − sin H�eλ)︸ ︷︷ ︸
�q

|H=konst.

Die beiden Vektoren �p und�q spannen die Kreisebene auf, und

�N = �p ×�q = cos H�eλ + sin H�eρ (7.8)

ist eine Normale der Kreisebene.�eρ ist im Gegensatz zu�eλ kein Basisvektor des
Horizontsystems. Wir entwickeln ihn deshalb nach (2.10) in der Horizontbasis:

�eρ = cos φ�z − sin φ�eφ.

Damit kennen wir �N im Horizontsystem:

�N = sin H cos φ�z + cos H�eλ − sin H sin φ�eφ. (7.9)

Der Übergang ins Horizont-Zifferblattsystem läßt sich leicht vollziehen. Wir
wissen aus (6.76) – (6.78), wie das Horizontsystem und das Horizont-Zifferblatt-
system zusammenhängen:

�z = sin hn �n − cos hn �f ,

�eλ = sin An (cos hn �n + sin hn �f ) + cos An �n × �f ,

�eφ = − cos An (cos hn �n + sin hn �f ) + sin An �n × �f ,

und wir können die Komponenten von �N im Horizont-Zifferblattsystem berech-
nen:

�N ·�n = sin hn cos φ sin H + cos hn sin An cos H

+ cos hn cos An sin φ sin H,

�N · �f = − cos hn cos φ sin H + sin hn sin An cos H

+ sin hn cos An sin φ sin H,

�N · (�n × �f ) = cos An cos H − sin An sin φ sin H.
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Wir machen das Zentrum zum Nullpunkt, dann ist �G = Gn�n, und entwickeln
den Ortsvektor�r nach der Basis des Horizont-Zifferblattsystems:�r = x �f + y�n×
�f . Schließlich setzen wir diese Beziehungen in der Gleichung �N ·�r = �N · �G der
Stundenlinie ein:

(cos An cos H − sin An sin φ sin H)y

+ [(− cos hn cos φ + sin hn cos An sin φ) sin H + sin hn sin An cos H] x

= Gn[(sin hn cos φ + cos hn cos An sin φ) sin H + cos hn sin An cos H].

Wir lösen nach y auf und erhalten die angegebene Gleichung der Stundenlinie.
Legt man den Nullpunkt in den Polpunkt, so ist �G = Gp �p und

�G · �N = Gp �p · (sin H�eρ + cos H�eλ) = 0.

Die Gleichung der Stundenlinie hat kein absolutes Glied; die Stundenlinie führt
durch den Polpunkt. Der Richtung der Geraden ist unabhängig von der Wahl
des Nullpunktes.

Die parametrische Darstellung der Stundenlinien

Die parametrische Darstellung�r = �U (h(H, δ), A(H, δ)) |H=konst. der Stundenli-
nien im Horizontsystem gewinnen wir aus Gleichung (6.84)

�U(h, A) = Gn·
(− sin hn cos h cos(An − A) + cos hn sin h) �f + cos h sin(An − A)�n × �f

sin hn sin h + cos hn cos h cos(An − A)

(Nullpunkt: Zentrum).
Wie Höhe und Azimut der Sonne von ihrer Deklination und Stundenwinkel

abhängen, sagen uns die Gleichungen (2.27) – (2.29):

sin h = sin δ sin φ + cos δ cos H cos φ,

cos h sin A = − cos δ sin H,

cos h cos A = − sin δ cos φ + cos δ cos H sin φ.

7.2.3. Legende zu den Lineaturen

In diesem Kapitel finden wir viele Lineaturen der einäugigen Sonnenuhr, die
alle nach der gleichen Konvention dargestellt sind. Um die Bildunterschriften
nicht zu überfrachten, stelle ich die immer wiederkehrenden Elemente hier zu-
sammen. Abweichungen von der Konvention werde ich stets anmerken.
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1. Jedes Zifferblatt ist von einem rechteckigen Rahmen umgeben. Das eigent-
liche Zifferblatt ist das Quadrat innerhalb dieses Rahmens.

2. Das Auge der Sonnenuhr muß man sich senkrecht über dem Zentrum Z
der Sonnenuhr denken. Der Abstand Gn des Auges vom Zifferblatt beträgt
1/10 der Kantenlänge a des Quadrates: Gn = a/10.

3. Für δn > 00 beziehungsweise hn > 00 gilt: Die Subpolare�σ zeigt vom Pol-
punkt P zum Zentrum Z, die Fallinie �f vom Zentrum zum Vertikalpunkt
V. Für negative Werte von δn beziehungsweise hn zeigen die beiden Vek-
toren in umgekehrte Richtung!

4. Sind Höhe und Azimut der Zifferblattnormalen angegeben, dann ist die
Lineatur im Horizont-Zifferblattsystem abgebildet: Die Fallinie �f zeigt
zum unteren, die Richtung�n × �f zum rechten Bildrand.

Charakterisieren Deklination und Stundenwinkel die Zifferblattnormale,
so liegt der Abbildung das Äquator-Zifferblattsystem zugrunde: Die Sub-
polare�σ zeigt zum unteren, die Richtung�n ×�σ zum rechten Bildrand.

Beim horizontalen Zifferblatt (hn = 900) zeigt die Fallinie �f definitionsge-
mäß nach Süden. Beim äquatorialen Nordzifferblatt (δn = 900) weist die
Subpolare�σ zum Mitternachtspunkt des Äquators:�σ = −�eρ, für δn = −900

zu Mittagspunkt:�σ = �eρ.

5. Im Horizont-Zifferblattsystem sind die Linien nur so weit dargestellt, wie
sie das Sonnenbild wenigstens einmal im Jahr erreicht und sie die Gren-
zen des Zifferblattes (Quadrates) nicht überschreiten. Das heißt: Für jeden
Punkt einer dargestellten Linie steht die Sonne vor dem Zifferblatt, zwi-
schen den Wendekreisen und über dem Horizont.

Im Äquator-Zifferblattsystem gilt das nur, wenn die geographische Brei-
te der Sonnenuhr angegeben ist. Fehlt diese Angabe, dann fällt die letzte
Bedingung weg. Es ist nicht garantiert, daß für jeden Punkt der Linien die
Sonne tatsächlich über dem Horizont steht.

6. Die Tierkreiszeichen bezeichnen einen Abschnitt von 300 auf der Ekliptik.
Die Tierkreislinien markieren den Eintritt der Sonne in die einzelnen Tier-
kreiszeichen. Beispielsweise bezeichnet die mit à gekennzeichnete Linie
den Eintritt der Sonne in das Tierkreiszeichen Widder. Die Sonne verläßt
dieses Tierkreiszeichen, wenn sie das Tierkreiszeichen á (Stier) betritt. Will
man also ablesen, in welchem Tierkreiszeichen die Sonne steht, muß man
das betreffende Zeichen und das darauf im Jahresablauf folgende kennen.
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7. Den Abbildungen liegen die (gerundeten) astronomischen Daten des Zeit-
punktes T2000 = 1. Januar 2000 12 Uhr UT zugrunde:

a) die Schiefe der Ekliptik γ = 23,440,

b) die numerische Exzentrizität ε = 0,016709,

c) die ekliptische Länge des Perigäums ω = 282,940.

7.2.4. Allgemeine Eigenschaften der Stundenlinien

Mit den Stundenlinien verwandte Linien

Auf Sonnenuhren finden wir anstelle des Stundenwinkels die wahre Ortszeit
des betreffenden Ortes angegeben. Die Linien der Vormittagsstunden tragen al-
so die Bezeichnung 11 Uhr anstatt H = −1 h, 10 Uhr anstatt H = −2 h usw. Die
Bezeichnung der Nachmittagsstunden stimmt mit der astronomischen überein.

Moderne Sonnenuhren sollen natürlich eine Zeit anzeigen, die möglichst nahe
an der gebräuchlichen liegt. Deshalb zeigen sie die Linien wahrer Ortszeit eines
Standardmeridians. Das ist für die Mitteleuropäische Zeit der Meridian λ0 = 150

(Ost). Erscheint die Sonne für einen Ort der Länge λ unter dem Stundenwinkel
H, so mißt ein Beobachter auf der Länge λ0 den Stundenwinkel H0 = H + λ0 −λ

(vgl. Gleichung (2.51)!). Die Linien der wahren Ortszeit des Standardmeridians
gehen also durch Umnumerieren aus den gewöhnlichen Stundenlinien der Son-
ne hervor. Das Zifferblatt der modernen Sonnenuhr zeigt also die Linien H0 =
0 h + λ0 − λ,±1 h + λ0 − λ, . . . anstelle der Linien H0 = 0 h,±1 h, . . .. Die einzige
Schwierigkeit besteht darin, nicht zu vergessen, für Länge und Stundenwinkel
das gleiche Winkelmaß zugrunde zu legen.

Die Ausrichtung des Zifferblattes und das Bild der Stundenlinien

Wir wollen untersuchen, wie sich das Bild des Geradenbüschels aus vorgege-
benen Stundenlinien auf der Himmelskugel ändert, wenn wir das Zifferblatt
drehen.
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Abb. 7.1: Die Ausrichtung des Zifferblattes und das
Bild der Stundenlinien. Das Büschel der Stundenlinien
ändert sein Aussehen mit der Deklination δn der Zifferblatt�
normalen. Deutlich läßt sich die Spiegelsymmetrie der Stun�
denlinien auf den übereinanderstehenden Zifferblättern er�
kennen, deren Normalen spiegelsymmetrisch zum Äquator
liegen. Für δn > 00 folgen die Stundenlinien im Uhrzeiger�
sinn aufeinander, für δn < 00 gegen den Uhrzeigersinn. Die
Linien sind so weit dargestellt, wie sie vom Sonnenbild über�
strichen würden, wenn sich die Sonnenuhr im All befände
und es keine Nacht gäbe.

In allen Darstellung der Stundenlinien geht der Stundenwinkel Hn der Ziffer-
blattnormalen nur über die Differenz Hn − H ein. Die Ersetzung Hn �→ Hn + ΔH
und H �→ H + ΔH ändert nichts an der Größe der Differenz, also auch nichts am
Ortsvektor des Schattens bezogen auf den Polpunkt und die Richtungen�σ und
�n ×�σ. Die Ersetzung führt also das Geradenbüschel in sich über, wobei die ein-
zelnen Stundenlinien umbenannt werden. Aus der Stundenlinie H = H1 wird
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die Stundenlinie H = H1 + ΔH usw. Haben die Stundenlinien ursprünglich vol-
le Stunden angezeigt, so wird das im allgemeinen nach der Drehung nicht mehr
zutreffen, es sei denn wir haben das Zifferblatt um ein Vielfaches von 150 um
die Polarachse gedreht.
Resultat: Die meridionalen (Hn = 00) Zifferblätter geben bereits alle wesentlichen
Anordnungen der Stundenlinien wieder. Die Stundenlinien auf einem beliebigen Ziffer-
blatt gehen durch Umnumerieren aus den Stundenlinien des meridionalen Zifferblattes
hervor, dessen Normale die gleiche Deklination wie das betrachtete hat.

Die Deklination der Zifferblattnormalen bestimmt das Aussehen des aus
Stundenlinien gebildeten Geradenbüschels. Eine Symmetrie liegt auch hier vor.
Wir erkennen sie am leichtesten aus der Darstellung (6.63) des Schattens:

�UP = Gn
cos δ

sin δn

cos(Hn − H)�σ + sin δn sin(Hn − H)�n ×�σ

sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H)
.

Wenn wir gleichzeitig δn �→ −δn und δ �→ −δ ersetzen, wechselt die
�σ-Komponente des Schattens nur das Vorzeichen, die andere Komponente bleibt
unverändert. Sind also zwei Zifferblätter zueinander spiegelsymmetrisch zum
Äquator angeordnet (die Deklination ihrer Normalen unterscheidet sich um das
Vorzeichen), dann gehen auch ihre Stundenlinien durch Spiegelung auseinan-
der hervor.
Resultat: Zifferblätter, deren Normalen über der Äquatorebene liegen, geben bereits
die wesentlichen Anordnungen der Stundenlinien wieder. Die Stundenlinien auf einem
Zifferblatt mit δn < 0 gehen aus den Stundenlinien des Zifferblattes mit δn > 0 hervor,
indem man sie am Bild des Äquators (der �n ×�σ-Achse durch den Polpunkt) spiegelt.

Symmetrie der Stundenlinien

Satz 7.5. Die Stundenlinien liegen symmetrisch zur Subpolaren: Schneidet die Stun-
denlinie H = Hn + ΔH die Subpolare unter dem Winkel α, so schneidet sie die Stun-
denlinie H = Hn − ΔH unter dem Winkel −α.

Beweis: Man erkennt dies am einfachsten aus den Gleichungen (7.3) und (7.4).
Setzt man dort H = Hn ± ΔH, so erhält man

x(ΔH) = x(−ΔH)
y(ΔH) = −y(−ΔH)

Die x-Werte sind gleich, die y-Werte unterscheiden sich nur im Vorzeichen!

Auf dem Zifferblatt wird diese Symmetrie nur dann augenscheinlich, wenn
Hn einer vollen Stunde entspricht, wie etwa bei den Süduhren (dort ist Hn = 00).
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Abb. 7.2: Die Sym�
metrie der Stundenlini�
en. Die Stundenlinien lie�
gen symmetrisch zur Sub�
polaren. Bei der Süduhr
(An = 00) fällt die Subpola�
re (sie zeigt von Z nach P)
auf die Stundenlinie H =
0 h. Also liegt die Linie
H = −2 h spiegelsymme�
trisch zur Linie H = 2 h
usw. Auf dem anderen Zif�

ferblatt liegt die Symmetrieachse (die Subpolare) etwa in der Mitte zwischen den Stundenli�
nien H = −2 h und H = −3 h.

Über die Ortsgebundenheit von Sonnenuhren mit Stundenlinien

Die Gleichung der Stundenlinie ist im Äquator-Zifferblattsystem besonders ein-
fach. In dieser Darstellung gehen als Konstanten nur die Deklination und der
Stundenwinkel der Zifferblattnormalen ein. Sorgt man dafür, daß diese beiden
Werte eingehalten werden, kann eine Sonnenuhr an jedem Ort der Erde verwen-
det werden. Allerdings bleibt ihr Charakter im Horizontsystem nicht erhalten.
Eine ursprünglich vertikale Sonnenuhr muß anderswo geneigt angebracht wer-
den. Außerdem überstreicht das Sonnenbild unterschiedliche Abschnitte der
Stundenlinien, wenn wir die gleiche Sonnenuhr an unterschiedlichen Orten auf-
stellen.

Der Winkel zwischen Subpolare und der Stundenlinie

Wir wollen den Winkel μσ(H) berechnen, den die Stundenlinie H = konst. mit
der Subpolaren �σ einschließt. Die Stundenlinie ist eine Gerade, deren Steigung
gegen die �σ-Richtung wir aus Gleichung (7.5) kennen. Da die Steigung gleich
dem Tangens des eingeschlossenen Winkels ist, haben wir

tan μσ(H) = sin δn tan(Hn − H). (7.10)

Wer mit Winkelmesser und Lineal die Stundenlinien zeichnen will, mag auf
diese Gleichung zurückgreifen.
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Abb. 7.3: Über die Ortsgebundenheit von Sonnen�
uhren. Das Zifferblatt einer Sonnenuhr ist, was die Stun�
denlinien betrifft, nicht an den Ort gebunden. Man kann
dieselbe Lineatur überall verwenden, wenn man die Aus�
richtung des Zifferblattes im Äquatorsystem beibehält (in
unserem Fall δn = 300, Hn = 1, 5 h). Seine Lage im Hori�
zontsystem hängt dann von der geographischen Breite ab.
In der Abbildung erkennen wir die unterschiedliche Lage der
Stundenlinien gegen die Fallinie. Ein weiterer Unterschied
besteht in der Länge der Stundenlinien, wenn sie, wie hier,
nur so weit gezogen sind, wie das Sonnenbild sie auch tat�

sächlich beaufschlagt. Denn mit der geographischen Breite ändert sich der Tagesbogen, den
die Sonne auf der Himmelskugel beschreibt (Z Zentrum, P Pol-, V Vertikalpunkt).

Der Winkel zwischen zwei Stundenlinien

Den Winkel Δμ(H1, H2) zwischen den Stundenlinien H = H1 und H = H2

gewinnen wir über das Additionstheorem des Tangens,

tan(α − β) = (tan α − tan β)(1 + tan α tan β),
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aus Gleichung (7.10):

tan Δμ(H1, H2) = sin δn
tan(Hn − H1) − tan(Hn − H2)

1 + sin2 δn tan(Hn − H1) tan(Hn − H2)
. (7.11)

Definition 7.3. Die Stundenlinien heißen homogen verteilt, wenn der Winkel
zwischen zwei beliebigen Stundenlinien gerade der Differenz der Stundenwin-
kel entspricht: Δμ(H1, H2) = ±(H1 − H2).

Allgemein heißt eine durch Großkreise auf der Himmelskugel erzeugte Li-
nienschar auf dem Zifferblatt homogen, wenn zwei beliebige Linien denselben
Winkel einschließen wie die zugeordneten Großkreise.

Wir wollen die Gleichung (7.11) auf den Fall anwenden, daß die beiden Stun-
denwinkel um 6 h beziehungsweise 900 auseinander liegen, das heißt H2 =
H1 + 900 und tan(Hn − H2) = − cot(Hn − H1). Dann ist nach (7.11)

tan Δμ(H1, H1 + 900) =
sin δn

cos2 δn

1 + tan2(Hn − H1)
tan(Hn − H1)

=
sin δn

cos2 δn sin(Hn − H1) cos(Hn − H1)
. (7.12)

Für Δμ = 900 ist der Tangens unendlich, und ein Faktor im Nenner der rechten
Seite muß verschwinden. Wir können somit aus dieser Gleichung unmittelbar
folgendes Ergebnis ablesen:

Satz 7.6. Die Schattenprojektion bildet zwei Stundenlinien, die auf der Himmelskugel
aufeinander senkrecht stehen, nur dann wieder auf zwei senkrecht zueinander stehende
Geraden der Zifferblattebene ab, wenn eine der beiden Bildgraden auf die Subpolare fällt
(H1 = Hn oder H1 = Hn ± 900) oder wenn das Zifferblatt äquatorial liegt (δn =
±900).

Der Winkel zwischen Stundenlinie und Fallinie

Aus Gleichung (7.7) lesen wir unmittelbar die Steigung der Stundenlinie gegen
die Fallinie ab; sie ist der Tangens des gesuchten Winkels μ f (H):

tan μ f (H) =
(cos hn cos φ − sin hn cos An sin φ) sin H − sin hn sin An cos H

cos An cos H − sin An sin φ sin H
.

(7.13)

Die Mittagslinie H = 0 schneidet die Fallinie unter dem Winkel μ f |H=0, gegeben
durch

tan μ f |H=0 = − sin hn tan An. (7.14)
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Resultat: Für vertikale Uhren (hn = 0) und für Süd- und Norduhren (tan An = 0)
liegt die Mittagslinie auf der Fallinie.

Bei neueren Uhren weicht die Mittagslinie von der Fallrichtung ab. Diese Uh-
ren zeigen nicht die wahre Ortszeit an, sondern die wahre Ortszeit eines Stan-
dardmeridians (z. B. λ = 150 für die Mitteleuropäische Zeit).

Die Neigung der 6-Uhr-Stundenlinie (H = ±900) verrät dem kundigen Auge
die Orientierung des Zifferblattes:

tan μ f |H=±900 = −cos hn cos φ − sin hn cos An sin φ

sin An sin φ
. (7.15)

Für Südsonnenuhren (An = 0) ist tan μ f = ∞: Die 6-Uhr-Linie verläuft waage-
recht (siehe Abbildung 7.10 auf Seite 212!).

Für vertikale Sonnenuhren (hn = 0) gilt

tan μ f |H=±900 = − 1
sin An tan φ

. (7.16)

Man kann an der vertikalen Sonnenuhr ablesen, ob ihr Zifferblatt nach Osten
oder Westen abweicht. Die Steigung der 6-Uhr-Linie gegen die Fallrichtung
ist (wir setzen nördliche Breiten (φ > 0) voraus!) für östliche Abweichungen
(An > 0) negativ, für westliche (An < 0) positiv. Das mittlere Zifferblatt in Ab-
bildung 7.9 auf Seite 211 bestätigt das Ergebnis. Haben Sie Schwierigkeiten zu
erkennen, daß die Steigung der 6-Uhr-Linie negativ ist? Die x-Achse zeigt in
Fallrichtung (nach unten!). Drehen Sie das Bild um 900! Die x- und y-Achsen
nehmen dann die gewohnte Lage ein.

Sonnenbild und Fallinie

Wir fragen nach dem Stundenwinkel H = Hf , zu dem das Sonnenbild auf der
Fallinie durch den Polpunkt liegt. Dann muß der Ortsvektor des Sonnenbildes
(vom Polpunkt aus gesehen) ein Vielfaches der Fallrichtung sein:

�UP(Hf , δ) = a �f , (7.17)

wobei nach (6.63)

�UP = Gp cos δ
cos(Hn − H)�σ + sin δn sin(Hn − H)�n ×�σ

sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H)
.

Mit einem geeigneten a′ können wir auch schreiben

cos(Hn − Hf )�σ + sin δn sin(Hn − Hf )�n ×�σ = a′ �f . (7.18)



200 7. Einäugige Sonnenuhren

Wir finden die gesuchte Bestimmungsgleichung für Hf , indem wir diese Glei-
chung skalar mit �n × �f multiplizieren. Wir erhalten unter Berücksichtigung von
�σ = cos μ �f + sin μ �n × �f die Gleichung cos(Hn − Hf ) sin μ + sin δn sin(Hn −
Hf ) cos μ = 0. Das heißt: tan(Hn − Hf ) = − tan μ/ sin δn. Die Größe tan μ ken-
nen wir bereits aus Gleichung (6.94). Das ergibt folgendes Resultat:

Satz 7.7. Fällt der Schatten des Punktes G mit dem Ortsvektor �G = Gp �p (�p = Polar-
richtung) auf die durch den Polpunkt gezogene Fallinie, so erfüllt der Stundenwinkel
Hf der Sonne zu diesem Zeitpunkt die Gleichung

tan(Hn − Hf ) =
sin Hn cos φ

sin δn(sin δn cos Hn cos φ − cos δn sin φ)
. (7.19)

Der Winkel Hf hängt also allein von der Ausrichtung des Zifferblattes und
der geographischen Breite des Aufstellungsortes ab. Die Deklination der Sonne
geht nicht ein: Das Sonnenbild fällt jeden Tag zum gleichen Stundenwinkel der
Sonne auf die Fallinie. Die Gleichung bestimmt Hf nur modulo 1800. Gewöhn-
lich kennt man für ein gegebenes Zifferblatt Hf wenigstens näherungsweise und
kann somit den richtigen Wert auswählen.
Resultat: Kennt man den Wert des Winkels Hf , so kann man leicht überprüfen, ob ein
Schattenstab parallel zur Polrichtung ausgerichtet ist. Für jeden Punkt eines solchen
Schattenstabes liegt der Polpunkt im Fußpunkt des Stabes. Zur berechneten Stunde Hf

muß der Schatten des ganzen Stabes auf der Fallinie durch seinen Fußpunkt liegen. Bei
vertikalen Sonnenuhren fallen Mittagslinie und Fallinie zusammen: es gilt Hf = 0.

Die Sehneneigenschaft der Stundenlinien

Die folgende merkwürdige Eigenschaft der Stundenlinien habe ich in [26] ge-
funden, allerdings ohne Beweis.

Satz 7.8. Durch den Polpunkt P, von dem alle Stundenlinien ausgehen, sei ein Kreis
geschlagen. Der Mittelpunkt M und der Radius des Kreises sind ohne Belang. Die Stun-
denlinien, deren Stundenwinkel sich um 6 h bzw. 900 unterscheiden, seien zu Paaren
zusammengefaßt und die Punkte, in denen die Stundenlinien eines Paares den Kreis
schneiden, durch eine Kreissehne verbunden. Dann gilt: Alle diese Kreissehnen gehen
durch einen gemeinsamen Punkt Q.

Beweis: Der Satz trifft offensichtlich für ein äquatoriales Zifferblatt zu (vgl. Abb.
7.4!). Auf ihm schließt jedes entsprechende Paar einen rechten Winkel ein.

Alle ebenen Zifferblätter sind über eine Zentralprojektion (die Schattenpro-
jektion) miteinander projektiv verwandt. Nun geht aber bei einer Zentralprojek-
tion ein Kreis auf dem äquatorialen Zifferblatt im allgemeinen in einen Kegel-
schnitt und nicht wieder in einen Kreis über. Deshalb läßt sich der Satz nicht
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Abb. 7.4: Die Sehneneigenschaft der Stundenlinien.

a) Alle Sehnen, die von zwei Stundenlinien im Abstand von 6 Stunden aus einem beliebigen
Kreis durch den Polpunkt P herausgeschnitten werden, treffen sich in einem Punkt Q.

b) Auf dem äquatorialen Zifferblatt stehen die entsprechenden Stundenlinien aufeinander
senkrecht (6 × 150 = 900). Der Kreis wird zum Thaleskreis, und die entsprechenden
Sehnen zu Durchmessern, die sich im Kreismittelpunkt M schneiden.

ohne weiteres auf beliebig orientierte Zifferblätter übertragen. Da mir kein ein-
facher Beweis mit Hilfe der projektiven Geometrie gelungen ist, will ich ihn mit
den Mitteln führen, die wir uns bisher erarbeitet haben.

Wir charakterisieren die Orientierung des Zifferblattes, wie üblich, durch De-
klination δn und Stundenwinkel Hn seiner Normalen.

Die Richtung der Stundenlinien H = H1 und H = H2 = H1 − 900 entnehmen
wir (6.63):

�E1 = cos ΔH�σ − sin δn sin ΔH�n ×�σ, (7.20)
�E2 = sin ΔH�σ + sin δn cos ΔH�n ×�σ (7.21)

mit ΔH := H1 − Hn. �E1 und �E2 sind leider keine Einheitsvektoren. Wir setzen
deshalb �ei := �Ei/Ei (Die beiden Vektoren stehen i. a. nicht aufeinander senk-
recht!). Die Länge der Vektoren �Ei beträgt

E1 =
√

cos2 ΔH + sin2 δn sin2 ΔH, (7.22)

E2 =
√

sin2 ΔH + sin2 δn cos2 ΔH. (7.23)

Der Vektor

�a := a(cos α�σ + sin α�n ×�σ) (7.24)
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Abb. 7.5: Zum Beweis der Sehneneigenschaft.
Erläuterungen im Text

(vgl. Abb. 7.5!) führe vom Polpunkt P zum Kreismittelpunkt M. Die zwei Stun-
denlinien H = H1 und H = H1 + 900 mögen den Kreis in A1 und A2 schneiden.

Die Länge der Strecke PAi ist augenscheinlich gleich dem Doppelten der Kom-
ponente von �a in Richtung �ei:

−→
PAi = 2�ei ·�a�ei. Also lautet die Gleichung der Se-

kante durch A1 und A2

�r = 2(1 − y)�e1·�a�e1 + 2y�e2·�a�e2 (7.25)

(Die Gleichung beschreibt eine Gerade (linear in y!), die für y = 0 durch A1 und
für y = 1 durch A2 geht).

Wir können uns die Arbeit sehr erleichtern, wenn wir nicht den Schnittpunkt
zweier beliebiger Sehnen berechnen, sondern die betrachtete Sehne mit einer
besonders ausgezeichneten schneiden, nämlich mit der zum Paar H = Hn und
H = Hn + 900 gehörigen Sehne. Die Richtungen dieser beiden Stundenlinien
fallen mit den Richtungen�σ beziehungsweise�n ×�σ zusammen. Die zugehörige
Sehne treffe den Kreis bei B1 und B2, und ihre Gleichung lautet ganz analog zu
(7.25)

�r = 2a(1 − x) cos α�σ + 2ax sin α�n ×�σ. (7.26)

Im gesuchten Schnittpunkt Q fallen die Vektoren der Gleichungen (7.25) und
(7.26) zusammen. Vergleichen wir ihre Komponenten in Richtung von �σ und
�n ×�σ, so erhalten wir ein lineares Gleichungssystem in x und y:

(1 − x) cos α = (1 − y)
�E1·�a
E2

1a
cos ΔH + y

�E2 ·�a
E2

2a
sin ΔH, (7.27)

x sin α = −(1 − y)
�E1·�a
E2

1a
sin ΔH sin δn + y

�E2 ·�a
E2

2a
cos ΔH sin δn. (7.28)
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Wir brauchen unser Augenmerk nur auf die Größe x zu richten. Ist sie unabhän-
gig vom Stundenwinkel ΔH, dann gehen alle Sekanten, die zu zusammengehö-
rigen Paaren von Stundenlinien gehören, durch den von x bestimmten Punkt
auf der Sekante von B1 nach B2.

Das Auflösen des Gleichungssystems nach x bereitet keinerlei Schwierigkei-
ten:

x =
− sin δn(p cos α sin ΔH + q cos α cos ΔH − pq)

p(sin α cos ΔH − cos α sin ΔH sin δn) − q(cos α cos ΔH sin δn + sin α sin ΔH)

mit

p :=
�E1·�a
E2

1a
=

cos α cos ΔH − sin α sin ΔH sin δn

cos2 ΔH + sin2 ΔH sin2 δn
,

q :=
�E2·�a
E2

2a
=

cos α sin ΔH + sin α cos ΔH sin δn

sin2 ΔH + cos2 ΔH sin2 δn

Wenn man die Größen p und q einsetzt, erhält man einen sehr länglichen Aus-
druck, für den man am besten zwei DIN-A4-Seiten quer aneinanderklebt. Sor-
tiert man Zähler und Nenner nach Potenzen von sin δn heben sich die meisten
Terme auf. Das Ergebnis ist überraschend: Man findet unabhängig von ΔH und
von der Lage des Kreismittelpunktes den Wert

x =
sin2 δn

1 + sin2 δn
. (7.29)

Folge: Der gemeinsame Schnittpunkt Q der entsprechenden Sehnen liegt nach
(7.26) bei

�rQ =
2a

1 + sin2 δn
(cos α�σ + sin α sin2 δn �n ×�σ). (7.30)

Der Nullpunkt liegt im Polpunkt.
Der Abschnitt B1Q = |�rQ −�rB1 | (�rB1 = 2a cos α�σ nach (7.26)!) auf der Sehne

hat somit die Länge

B1Q =
2a sin2 δn

1 + sin2 δn
. (7.31)

Entsprechend gilt

B2Q = 2a − B1Q =
2a

1 + sin2 δn
. (7.32)
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Das Doppelverhältnis von Stundenlinien

Da sich das Doppelverhältnis bei Zentralprojektion nicht ändert und die Ziffer-
blätter durch Zentralprojektionen ineinander übergeführt werden, ist das Dop-
pelverhältnis eines Büschels von Geraden unabhängig von der Ausrichtung des
Zifferblattes. Man berechnet es am einfachsten auf dem äquatorialen Zifferblatt,
auf dem der Winkel αi zwischen den Stundenlinien Hi und H0 gerade der Diffe-
renz der Stundenwinkel entspricht: αi = Hi − H0.

Satz 7.9. Das Doppelverhältnis v der Stundenlinien H = H0, H1, H2, H3 beträgt nach
Gleichung (6.35)

v(H0, H1, H2, H3) =
sin(H1 − H0) : sin(H3 − H0)
sin(H1 − H2) : sin(H3 − H2)

. (7.33)

Folgen:

1. Haben die aufeinanderfolgenden Stundenlinien H = H0, . . . , H3 den Ab-
stand von einer Stunde, dann ist

v(H0, H1, H2, H3) =
sin 150 : sin 450

sin(−150) : sin 150 = −0, 366.

2. Liegen die Stundenlinien jeweils zwei Stunden auseinander, dann ist v =
−1/2.

3. Drei Stundenlinien H = H0, H1, H2 auf einem Zifferblatt legen alle ande-
ren fest.

Beweis: Die Winkel αi zwischen den Stundenlinien H = Hi, i = 1, 2, 3,
und der Stundenlinie H = H0 erfüllen nach Gleichung (6.36) auf einem
beliebigen Zifferblatt die Beziehung

v(H0, H1, H2, H3) =
tan α1 : tan α3

(tan α1 − tan α2) : (tan α3 − tan α2)
.

Diese Gleichung läßt sich ohne weiteres nach tan α3 auflösen:

tan α3 = − tan α1 tan α2

(v − 1) tan α1 − v tan α2
.

Das Doppelverhältnis v entnehmen wir dabei Gleichung (7.33). Die Stun-
denlinie H = H3 ist die Gerade durch den gemeinsamen Schnittpunkt
(den Polpunkt) der drei gegebenen Stundenlinien, die unter dem Winkel
α3 gegen die Stundenlinie H = H0 verläuft.
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4. Die vier Stundenlinien H = H0, H1, H2, H3 mit

H0 = H1 − ΔH, H1 = H1, H2 = H1 + ΔH, H3 = H1 + 900

bilden ein harmonisches Geradenbüschel, wobei die Paare (H0, H2) und
(H1, H3) zueinander harmonisch konjugiert sind. Es gilt also

v(H0, H1, H2, H3) = −1.

Beweis: Nach Gleichung (7.33) gilt

v(H0, H1, H2, H3) =
sin ΔH : sin(900 + ΔH)

sin(−ΔH) : sin(900 − ΔH)
= −1.

Die Gültigkeit der letzten Behauptung erkennen wir auf dem äquatorialen
Zifferblatt auch ohne Rechnung: Dort steht das Paar (H1, H3) aufeinander
senkrecht, während das andere Paar symmetrisch zur Stundenlinie H =
H1 liegt. Nach Satz 6.8 sind also diese vier Stundenlinien harmonisch.

Das Berechnen eines Zifferblattes ist eine Sache, das Umsetzen in die Tat eine
andere. Wie schnell kommt Millimeter zu Millimeter! Und die feinste Berech-
nung nützt nichts, wenn sich bei der Übertragung Fehler einschleichen. Deshalb
ist gerade der gewiefte Gnomoniker dankbar für jede Möglichkeit, sein Werk zu
überprüfen. Punkt 4 gibt uns einen Prüfstein in die Hand, die Korrektheit der
Stundenlinien zu kontrollieren.

Satz 7.10. Die Schnittpunkte A0, . . . , A3 einer beliebigen Geraden mit einem harmoni-
schen Strahlenbüschel H0, . . . , H3 sind harmonisch. Ist die besagte Gerade parallel zur
Stundenlinie H3, so fällt der Schnittpunkt A3 ins Unendliche. Nach der ersten Folge
aus Definition 6.8 (S. 131!) liegt der Schnittpunkt A1 genau in der Mitte zwischen A0

und A2.

Diese Eigenschaft harmonischer Büschel können wir (ebenso, wie die im vori-
gen Abschnitt erwähnte Sehneneigenschaft) zur Überprüfung der Stundenlini-
en heranziehen. Zunächst suchen wir harmonische Stundenlinien heraus, etwa
die Stundenlinien H0 = −5 h, H1 = −1 h, H2 = 3 h und H3 = 5 h (das sind
die Stundenlinie der 7ten, 11ten, 15ten und 17ten Stunde). Auf dem äquatoria-
len Zifferblatt liegen die Stundenlinien der 7ten und 15ten Stunde symmetrisch
zur Stundenlinie der 11ten Stunde (11-7=4=15-11), und die Linien der 11ten und
17ten Stunde stehen aufeinander senkrecht (17-11=6). Die vier Stundenlinien er-
füllen somit die Bedingungen des Satzes 7.10.

Schneiden wir (auf einem beliebigen Zifferblatt) die Stundenlinien H0, H1

und H2 mit einer Parallelen zur Stundenlinie H3 = H1 + 6 h, so muß deren
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Schnittpunkt M mit der Stundenlinie H1 genau in der Mitte liegen zwischen
den Schnittpunkten A und B mit den Stundenlinien H0 und H2. Wenn das nicht
zutrifft, sind die Stundenlinien falsch eingezeichnet. Wir können diese Überprü-
fung sogar auf einer Fotografie des Zifferblattes durchführen. Denn die fotogra-
fische Abbildung erhält das Doppelverhältnis, wenn man von Abbildungsfeh-
lern absieht.

7.2.5. Rekonstruktion der Zifferblattnormalen

Bei Umbauarbeiten finden Handwerker auf dem Dachboden des Rathauses das
Zifferblatt einer Sonnenuhr. Der Fund wird in der lokalen Zeitung gefeiert; der
Bürgermeister schlägt vor, die Uhr an ihre alte Stelle über dem Eingang des
Rathauses anzubringen. Einige Tage später veröffentlicht die Zeitung den Le-
serbrief eines Heimatkundigen, in dem er mitteilt, das Zifferblatt stamme vom
alten Torturm.

Wer von beiden hat recht? Könnte uns vielleicht das Zifferblatt selbst helfen,
den Streit zu entscheiden? Es müßte doch möglich sein, aus der Anordnung der
Stundenlinien abzulesen, in welche Himmelsrichtung das Zifferblatt zeigte und
daraus Rückschlüsse auf den Standort zu ziehen.

Die Aufgabe, aus den Stundenlinien die ursprüngliche Ausrichtung des Zif-
ferblattes zu erschließen, ist gar nicht so schwierig, wenn wir den rechten Weg
einschlagen. Wie mühselig er ist, wird davon abhängen, wieviel Information wir
dem Zifferblatt entnehmen können.

Zifferblatt mit intaktem Polos

Wenn der Schattenstab noch intakt ist und wir das Zifferblatt so drehen, daß er
in Polrichtung zeigt, dann hat das Zifferblatt die Orientierung, für die es gedacht
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MA'
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Abb. 7.6: Überprüfung von Stundenlinien.
Die Linienpaare (11,17) und (7,15) liegen zuein�
ander harmonisch konjugiert. Eine Parallele zur
17ten Stunde schneidet die Linien der 7ten und
15ten Stunde bei A und B. Die Linie der 11ten
Stunde muß die Strecke AB halbieren, wenn die
Linien korrekt gezeichnet sind.
Das gleiche trifft zu für die Stundenlinien der
9ten, 11ten, 13ten und 17ten Stunde: A′M =
MB′.
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und berechnet war. Wenn die Stundenlinien im Uhrzeigersinn aufeinanderfol-
gen, ist δn > 00, und die Spitze des Schattenstabes muß zum Nordpol zeigen,
andernfalls zum Südpol und δn < 00.

Der Stundenwinkel und die Deklination der Zifferblattnormalen läßt sich un-
mittelbar dem intakten Zifferblatt entnehmen: Polos und Zifferblattebene schlie-
ßen nach Gleichung (6.52) den Winkel |δn| ein. Der Schattenstab verläuft paral-
lel zur Polrichtung, seine Orthogonalprojektion auf das Zifferblatt fällt auf die
Subpolarachse: für δn > 00 auf die Stundenlinie Hn (siehe Gleichung (7.5)!), für
δn < 00 auf die Stundenlinie 12 h − Hn.

Die Stundenlinie Hn wird in vielen Fällen nicht eingezeichnet sein, wir müs-
sen zum Ablesen zwischen den vorhandenen Linien interpolieren. Das Ergeb-
nis ist dann allerdings recht ungenau. Da wir die Subpolare kennen, können
wir auch einen anderen Weg einschlagen. Wir messen den Winkel μ zwischen
ihr und einer beliebigen Stundenlinie und berechnen daraus Hn nach Gleichung
(7.10).

tan(Hn − H) = tan μ/ sin δn.

Rekonstruktion der Zifferblattnormalen aus den Stundenlinien

Wenn der Schattenstab fehlt oder verbogen ist, versagt die angegebene Metho-
de. Ich will auch für diesen Fall einen Weg schildern, der zum Ziel führt.

Zunächst prüfen wir, ob die Stundenlinien im Uhrzeigersinn aufeinanderfol-
gen oder nicht und bestimmen so, wie oben angegeben, ob δn positiv oder nega-
tiv ist.

Dann machen wir Gebrauch von der in Satz 7.8 bewiesenen Sehneneigen-
schaft der Stundenlinien. Wir schlagen um einen beliebigen Punkt M einen Kreis
durch den Polpunkt P, in dem alle Stundenlinien zusammen laufen, wie wir aus
Gleichung (7.5) wissen. Je zwei Stundenlinien, die sich um 6 h unterscheiden,
fassen wir zu Paaren zusammen. Der Kreis schneidet jedes Paar im Polpunkt
und zwei weiteren Punkten A1 und A2. Die Schnittpunkte A1 und A2 verbin-
den wir miteinander durch eine Sehne. Alle so gewonnenen Sehnen schneiden
sich in einem Punkt Q.

Nach Satz 7.6 stehen die Stundenlinien Hn und Hn + 900 aufeinander senk-
recht, und es ist das einzige Paar, dessen Orthogonalität sich vom äquatorialen
auf das vorliegende Zifferblatt überträgt. Die von P ausgehenden Sehnen dieses
Paares sind also die Katheten eines bei P rechtwinkligen Dreiecks B1, P, B2. Der
Kreis selbst ist Thaleskreis des Sehnendreiecks. Die dem Polpunkt gegenüber-
liegende Sehne muß also durch den Kreismittelpunkt M gehen.

Die Verbindungsgerade MQ, die den Kreismittelpunkt M mit dem gemeinsa-
men Schnittpunkt Q aller Sehnen verbindet, schneidet somit den Kreis in den
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beiden Punkten B1 und B2, und eine der beiden Geraden PB1 oder PB2 ist (mo-
dulo 12 Stunden) die gesuchte Stundenlinie Hn, die in die Richtung ±�σ fällt.
Aber welche von beiden? Antwort gibt ein Blick auf die Gleichungen (7.31) und
(7.32). Der Schnittpunkt B1, in dem die Stundenlinie H = Hn in Richtung±�σ den
Kreis schneidet, liegt näher am Schnittpunkt Q der Kreissehnen als der Punkt B2,
in dem die Stundenlinie H = Hn + 900 den Kreis trifft.

Die Stundenlinien sind Halbgeraden, die im Polpunkt P entspringen. Für
δn > 00 verläuft die Stundenlinie H = Hn von P aus betrachtet in Richtung
der Subpolaren�σ, für δn < 00 in Richtung −�σ. Damit kennen wir die Richtung
der Subpolaren.

Es bleibt die Frage, ob die Gerade PB1 die Stundenlinie Hn oder Hn ± 12 h
darstellt? Hier hilft folgende Überlegung: Zunächst entscheiden wir uns, welche
Stundenlinien wohl tatsächlich zu einer gegebenen Jahreszeit vom Sonnenbild
beaufschlagt wurden. Für jede dieser Stunden muß dann

�n·�s = sin δn sin δ + cos δn cos δ cos(Hn − H) > 0

gelten. Zu den Tagundnachtgleichen (δ = 00) vereinfacht sich diese Bedingung
zu cos(Hn − H) > 0.

Nachdem wir uns Klarheit über die Lage der Stundenlinie Hn verschafft ha-
ben, können wir auch die Deklination δn der Zifferblattnormalen berechnen. Wir
wissen, daß die Stundenlinie H = Hn den Kreis in B1 schneidet. Zwischen dem
Abstand d = B1Q und der Deklination der Zifferblattnormalen besteht nämlich
nach (7.31) der Zusammenhang

sin δn = ±
√

d
2a − d

. (7.34)
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Abb. 7.7: Zur Rekonstruk�
tion der Zifferblattnorma�
len. Für das dargestellte Zif�
ferblatt ist δn = −40, 80 und
Hn = 1, 6 h oder 240. Ist das
Zifferblatt vertikal angebracht
(hn = 00), so ist nach Glei�
chung (2.23) An = −17.930

und nach (2.22) die geographi�
sche Breite des Aufstellungsor�
tes φ = 46.620.
Weitere Erläuterungen im Text.
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a = MQ ist der Radius des Kreises. Folgen die Stundenlinien im Uhrzeigersinn aufein-
ander, so gilt das positive, andernfalls das negative Vorzeichen.

Wenn die Stundenlinie Hn nicht zufällig auf eine der Stundenlinien des Ziffer-
blattes fällt und wir sie unmittelbar ablesen können, läßt sich Hn aus dem Winkel
μ zwischen der Subpolaren und einer beliebigen Stundenlinie berechnen:

tan(Hn − H) = tan μ/ sin δn.

Die Rekonstruktion der Zifferblattnormalen im Horizontsystem

Ich komme noch einmal auf unsere Sonnenuhr vom Dachboden des Rathauses
zurück. Wohin gehört sie nun, ans Rathaus oder an den Torturm? Bis jetzt haben
wir nur die Orientierung des Zifferblattes im Äquatorsystem herausbekommen.
Welche Rückschlüsse können wir auf die Orientierung im Horizontsystem zie-
hen?

Im allgemeinen Fall muß man die Transformationsformeln (2.27) und (2.31)
heranziehen, um Höhe und Azimut aus Deklination und Stundenwinkel zu be-
rechnen. In die Umrechnungsformeln geht die geographische Breite des Auf-
stellungsortes ein.

Wenn man zusätzliche Informationen über das Zifferblatt hat, läßt sich das
Verfahren vereinfachen. Bei unserer Uhr vom Dachboden handele es sich um
eine vertikale Sonnenuhr (hn = 00). Bei ihr kann man aus der Neigung tan μ der
6 h-Stundenlinie (H = 900) gegen die Fallinie – sie stimmt hier mit der Mittags-
linie überein – unmittelbar auf den Azimut der Zifferblattnormalen rückschlie-
ßen. Nach (7.16) gilt sin An = − cot μ cot φ (φ bezeichnet die geographische Brei-
te der Stadt).

7.2.6. Stundenlinien ausgewählter Zifferblätter

Die äquatoriale Sonnenuhr

Kenndaten des Zifferblattes: δn = ±900, Hn := 00, hn = ±φ, An = 900 ± 900, �n = ±�p,
�σ := ∓�eρ, �f = −�eρ.

Die Stundenlinien genügen im Äquator-Zifferblattsystem der Gleichung

y = ∓ tan H x. (7.35)

Nullpunkt: Polpunkt = Zentrum. Die x-Achse zeigt in Richtung ∓�eρ, die y-Achse in
Richtung −�eλ, das heißt nach Westen. Das obere Vorzeichen entspricht δn = 900, das
untere δn = −900.


